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CELE PREZENTACJI

* Przedstawienie podstaw wybranych zagadnien probabilistyki,
uzytecznych przy rozwigzywaniu problemow praktycznych,
zwitaszcza inzynierskich

» Wyksztatcenie nawyku probabilistycznego myslenia
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ZAGADNIENIA

Problem niepewnosci w dzialalnosci inzynierskie;
Podstawowe pojecia probabilistyki

Zmienne losowe ciagle

Zmienne losowe dyskretne (skokowe)

Zdarzenia losowe

Elementy statystyki matematycznej

Informacja o procesach stochastycznych



PROBLEM NIEPEWNOSCI
W DZIALALNOSCI INZYNIERSKIEJ

(Niepewnos’é wynikow rozumowania i trafnosci decysz

a takze obliczen inzynierskich

P
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* Niedoskonatos¢ czlowieka
« Ograniczona wiedza
\ %
Co~———

o Niemozliwosc¢ jednoznacznego przewidzenia
skutkow podejmowanych decyzji

o Nierozpoznanie niektorych czynnikow,

W szczegolnosci — waznych, majgcych

wptyw na rezultaty dziatan inzyniera




Niedoskonatos¢ cziowieka
Ograniczona wiedza

\/
Losowosc¢ pojawiania sie i przebiegu zjawisk
| zdarzen niepozgdanych prowadzacych do strat

Problemy bezpieczenstwa
Nauka o bezpieczenstwie
Pojecie ryzyka




Niedoskonatosé cziowiek
Ograniczona wiedza

)

RIS

Losowosc¢ pojawiania sie i przebiegu zjawisk
| zdarzen niepozgdanych prowadzacych do strat

Problemy bezpieczenstwa

Nauka o bezpieczenstwie

Pojecie ryzyka

\

Przypadek rzqdzi potowq naszych
dziatan, a my kierujemy resztg

Niccolo Machiavelli (1469-1527)
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» Swiadomos$é losowosci
o zdarzen, procesow, zjawisk, wtasciwosci

« Uwzglednianie losowosci :

o W opisach (wyobrazeniu) rzeczywistosci, w tym
— W opisach matematycznych, czyli modelach
rzeczywistosci



PODSTAWOWE POJECIA PROBABILISTYKI

Przyktad
Wozrost H studentow na kierunku LIK (PW)

Liczba b; A
studentow
w przedzialach |
20T
104
| >

160‘ 170 180 190 200 H [cm]

Przedzialy wartosciH: 1,2, ...,1, ...



PODSTAWOWE POJECIA PROBABILISTYKI

Przyktad
Wozrost H studentow na kierunku LIK (PW)

\ CzestosC w,

Liczba b; / !
studentow 10,30
w przedzialach |
10,20
20T
10+ 10,10
l >
160‘ 170 180 190 200 H [cm]
Przedzialy wartosciH: 1,2, ...,1, ...
b. Czestos¢ mozna traktowac jako

e statystyczny odpowiednik
N L
pojecia prawdopodobienstwa 5



PODSTAWOWE POJECIA PROBABILISTYKI

Przyktad
Wozrost H studentow na kierunku LIK (PW)

\ CzestosC w,

Liczba b; A !
studentow 10,30
w przedzialach |
10,20
20T
10l 10,10
| >
160 170 180 190 200 H [Cm]
\ N
Przedziaty wartosci H: 1,2, ..., 1, ... Histogram wzrostu
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PODSTAWOWE POJECIA PROBABILISTYKI

Przyktad
Wozrost H studentow na kierunku LiK (PW)

\ CzestosC w,

Liczba b; A !
studentow 10,30
w przedzialach |
10,20
sl 0,196
10l 10,10
| >
160, 170 180 . 190 200 H Tcm]
5 ‘ \ X
Przedziaty wartosci H: 1,2, ..., 1, ... i=6 Histogram wzrostu
W, =— [ > Weg=—=——=0,196
LN Nt 10
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Aproksymacja histogramu krzywa

ciaglty. Krzywa ta obrazuje gestosc
0,30T i prawdopodobienstwa zmiennej
\ losowej )

i,
| o |
|._l
S~
(@)
3
| S |

0,20+ /] I %
/ \ 5 gk
e // \\ (i) — lim PUL<H < H+aH)
o s 5 S el AH
R — 1

160 170 180 190 200 H [Cm]

f —> rozklad prawdopodobienstwa
wystepowania wartosci zmiennej losowe] (ciaglej)
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Pojecie prawdopodobienstwa i zmiennej losowej

Prawdopodobienstwo — wielko$¢ matematyczna bedgca miarg
mozliwosci wystgpienia okreslonego zdarzenia losowego.
Przybiera wartosci z przedziatu [0,1].

Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne 1, a zdarzenia
niemozliwego — 0.

Zdarzenie losowe — zdarzenie, ktérego wyniku (skutku) cztowiek nie
jest w stanie jednoznacznie przewidziec.

Przyktad zdarzenia losowego — znalezienie si¢ wzrostu studenta
wyczytanego z listy w przedziale 180 < H < 185 [cm].

Zmienna losowa — wielkos¢, ktora przybiera wartosci z okreslonego
przedzialu w sposob losowy, czyli wartosci niemozliwe do
jednoznacznego przewidzenia przez cztowieka.

Przyktad zmiennej losowej — wzrost H studenta.

Zmienne losowe ciggle 1 zmienne losowe skokowe (dyskretne).




ZMIENNE LOSOWE CIAGLE

Aproksymacja histogramu krzywa

f[1/em] ciggla. Krzywa ta obrazuje gestosc
0,30 g prawdopodobienstwa zmiennej
\ losowej ]

0,20+ / \ Al

14
I o

 P{H<H<H+AH)
S / \ K s i AH

'P"_/ —v'|"' SN
160 170 180 190 200 H [Cm]

H, cheak , R., R, Z, czas zycia czlowieka , trwalos¢ urzadzenia, czas
do wystapienia uszkodzenia, ... — zmienne losowe ciggle

Liczba wypadkow, liczba poszkodowanych, liczba uszkodzen, ... —
zmienne losowe dyskretne 1
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Rozltad normalny zmiennej losowej X

' f [1/cm]
0,06+
(RGN
0,04+ AR
/ \
y _ . P{H<H<H+AH)
0,02+ / \\ M AH
/ N
/ iy oot
160 170 18|o 190 300 H [em]
m

(x—m)2

E_ 2g?

flx) =

o\ 2T

—o0 < X<

Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej X 0 rozkiadzie
normalnym (Gaussa) (np. H, R, Z , czasu zZycia czlowieka, ...)

m 1o —wartosc oczekiwana
| odchylenie standardowe
zmiennej losowej x
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Rozltad normalny zmiennej losowej X

f [1/cm]
0,06+
/ 0\
0,041 // A Np. f(185) = 0,04
/
0,02+ /
/
___/
160 170
(H—m)? m 16 —wartos¢ oczekiwana
f(H) = iaas 20 i odchylenie standardowe

zmiennej losowe] x=H
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Przyktad

Rozktad prawdopodobienstwa granicy wytrzymatosci doraznej

stal stopowa sprezynowa VDC

f [1/MPa]
~ 20
g v L] / g L v
700 800 1000 1200 14Dp0 1600 | 1800 2000 R_ [MPa]
R m = 1680

m




Inne typowe rozktady zmiennych losowych ciggtych

Rozklad logarytmiczno-normalny zmiennej losowej x
f

: loge _Mogx—m)®
oxX\ AT

>y m 1 o — warto$¢ oczekiwana (Srednia)
| odchylenie standardowe zmiennej
losowej z = log X

Przyktad
Czas T trwania akcji ratownicze] w Warszawie jest opisany rozktadem
logarytmiczno-normalnym o ggstosci prawdopodobienstwa

0,4343 _Uogl—m)*
e 2¢°
ol+2m

L 18

f(T) =
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Wykresy sporzadzone na
W podstawie danych statystycznych

[1/107] : z lat 2000-2002

1 histogram w

1 (www.mazowsze.straz.pl)
0,200 % 1

1 gestos¢ prawdopodobienstwa f(T
0,100% '

, . e
0’010__F1— i h"'.F—p..l_.,_gg_ : =

300 60" 90" 120" 150" 180" 210" 240 T

Wykres gestosci prawdopodobienstwa czasu T trwania akcji ratowniczej w
Warszawie (zmienna losowa T o rozktadzie logarytmiczno-normalnym)



Rozktad wylkiadniczy zmiennej losowej X

f, £ = A% X>0iA>0

Przyktad: czas T miedzy zdarzeniami

niepozgdanymi (niesprawnosciami,

X uszkodzeniami) w obiektach
niestarzejgcych sie, np. w urzadzeniach
elektronicznych i elektrycznych

Przyklad

Czas T migdzy kolejnymi zgloszeniami zdarzen do pojedynczej
jednostki ratowniczo-gasniczej w Warszawie jest opisany rozktadem
wykladniczym o intensywnosci zgtoszen

A =90-103[1/h] (na podstawie danych z lat 2000-2002)



Rozldad \Weibulla zmiennej losowej x

f(x) = pAxP~te™ ™

X>0o0razp>01A>0

Przyktad: gdy p > 1, czas T miedzy
zdarzeniami niepozadanymi

w obiektach starzejacych si¢ (m.in.
wskutek zmeczenia materiatu)

Przyktad

Rozktadem Weibulla jest opisywana trwalos$¢ tozyska tocznego. Np.
w przypadku tozyska tocznego kulkowego p = 9/8,

a A wyznacza si¢ dla okreslonego rozmiaru tozyska, jego nosnosci
dynamicznej, warunkow jego pracy itd.



Parametry i inne cechy zmiennej losowej ciagtej

f/\ o
m=>m Ex = fxf(x)dx
EX=m
/
: m m X

Odchylenie standardowe zmiennej
losowej X

T o=+vVx

VX — warlancja zmiennej losowej X
Vx = E(x — Ex)?

m=m X/ 22



Q(x)

\

Q(x) = P{x <x} :f PR

Q(x) — dystrybuanta
zmiennej losowej X




Q(x)

F(x)

Q(x) = P{x <x} :f PR

Q(x) — dystrybuanta
zmiennej losowej X

Q) +F(x) =1

Q(x)




Q(x)

e

P{X; < X <X} = Q(Xy) — Q(Xy)

gdzie dystrybuanta Q(x) = P{x <x} = f f(x)dx



I EX X
X  Xos

Q(x,) = a

X, — kwantyl rozktadu zmiennej losowej X rzedu o

X, ¢ — Mediana zmiennej losowej X,

X — moda (dominanta) zmiennej losowej X,
EX=m — wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X \x



EXx

Il
3

W przypadku rozktadu normalnego:

Ex = xo,5 =X



Q(x)

1.00- Q(Xx) = P{x < x}
0,801
O,GO: | Rozktad wynagrodzen 2014 r.
0,40: / wg GUS (po aproksymacji)
0,20 1 /
1000 4000 6000, 8000 10000 x 7]
moda: Ex Xa0

minimalne  mediana
wynagrodzenie



Q(x)

1.00- Q(x) = P{x <x}
0,80
O,60: | Rozktad wynagrodzen 2014 r.
0,40: / wg GUS (po aproksymacji)
0,20 1 /
1000 4000 6000, 8000 10000 X [z]
moda: Ex X0

minimalne  mediana

wynagrodzenie _
rozktad logarytmiczno-normalny

0(x) = & (lmgxg— m)

m i 6 — warto$¢ oczekiwana ($rednia) m = Elogx = 3,52
| odchylenie standardowe zmiennej G = Ojoqx = 0,22
losowej z = log x 79




g(x)
[10-%/z1],

3,00 1
2,50:
2,00:
1,50
1,00:

0,50+

()
e

Rozkiad wynagrodzen 2014 r.
wg GUS (po aproksymacji)

Sl

1000

minimalne
wynagrodzenie

modai EX

mediana

4000

6000 8000 10 000X [z1]

X90

rozktad logarytmiczno-normalny

0,4343 (logx—m)
z

N2

f(f‘f):—_f?

ox\ 21

20

30



Standaryzacja zmiennej losowe]

Jesli zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach mi o,
to zmienna losowa y

X —Mm
} SRR ey
0]

ma rozktad normalny o parametrach: Ey = 0, 6, = 1.

Yy — zmienna losowa Sstandaryzowana




Funkcja zmiennej losowe]

y=¢ (X) X — zmienna o znanej gestosci
prawdopodobienstwa f (X) oraz parametrach
EXio

Yy — zmienna losowa o ggstoéci)

argument funkcji f

/
g)=f [x 1-

‘ (y)‘

X(y) — funkcja odwrotna wzgledem funkcji ¢



90) = - |52

ya /‘
Przyktad ﬁ dx(y)

1
y=3x+2 ——>x(}’):T : Seed

gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej Y

y—Z) 1
3

90 = (5=

33



90) = - |52

A /J
Przyktad ﬁ dx (y)

1
y=dx+2 ——x() =12 —e=C

gestoS¢ prawdopodobienstwa zmiennej Y

y—Z) 1
3

90 = f(25+

Jesli na przyktad zmienna X ma rozktad normalny o gestosci
prawdopodobienstwa D

1 x*

% 1 1
f(x):ﬁe 2 ,to Q(}’)—ﬁ '3 3V




1 (=m)? gy) = e 23
flx) = e 207 @ L S



Wilasciwosci parametrow zmiennych losowych

WEASCIWOSCI WARTOSCI OCZEKIWANEJ

Ec=c
E(cx) = cEx

E(x+y)=Ex+Ey | —Jeslizmienne losowe X 1Yy

A
AN sg niezalezne

N\

Przykitady zaleznosci miedzy zmiennymi:

* masa 1 wzrost cztowieka

* obcigzenie 1 odksztalcenie elementu maszyny

* czas miedzy uszkodzeniami tozysk podpierajacych os w samochodzie
* obcigzenia dwoch tozysk podpierajgcych wal maszyny

36



g O%) =g =90y ="+ > |90x) =)

|

b zmienne losowe X iy
AR Rt . nlezalezne

|

a(y),

realizacja pary wartosci
zmiennych losowych X iy

Miarg sity zaleznosci migdzy zmiennymi losowymi stosowang
w praktyce — wspotezynnik korelacji p.

-1<p<l



[lustracja przyktadu zalezno$ci zmiennej losowej y od zmiennej losowej x

- =

g (Yix) #00P) #00) £ > g y) #9()

aly),

0<fpl<1

realizacja pary wartosci
zmiennych losowych X iy



WEASCIWOSCI WARIANCJI

Vc=0
V(cx) = c?Vx

V(X£y)=Vx+Vy+2p /Vx-Vy —)

odchylenie standardowe sumy (roznicy)
niezaleznych zmiennych losowych

ik 2 2
Oty = \/G‘I + o},

39



Suma zmiennych losowych
Suma z dwoéch niezaleznych zmiennych losowych X 1y

z=x+y —> Ez=Ex+Ey o0,= |os+ 07

f s
f(y): s
(y) f—rozktad normalny
f() f @
R R Y S R S P s T e
y
Z

40



Suma zmiennych losowych
Suma z dwoéch niezaleznych zmiennych losowych X 1y

z=x+y —> Ez=Ex+Ey o0,= |os+ 07

fA )
f(y):®
(Y):, f—rozktad normalny
f (x) ‘ < '
ARy S e B R IO A
y
Ex Ey - :
f A
I
T f () !
" Jf—rozkiad wyktadniczy
e .90 RO e
50 '~..'.'.'.'.'.'.-_-_-_-_-............---I--r- S S e T T TSR A
X y
Z

41



f (X) =—> X —zmienna losowa o rozktadzie
: rOwnomiernym (jednostajnym)

g(y)—>y=><+x
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f (X) =—> X —zmienna losowa o rozktadzie
: rOwnomiernym (jednostajnym)

g(y)—>y=><+x

f1e P(2) —>Z=X+X+X

0 8 16 24

N\<><

43



f (X) =—> X —zmienna losowa o rozktadzie
: rOwnomiernym (jednostajnym)

g(y)—>y=><+x

m—r
S

P(2) —>Z=X+X+X

Centralne twierdzenie graniczne: suma niezaleznych zmiennych
losowych ma rozktad asymptotycznie normalny.



PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Zadanie 1
Dystrybuanta, wartos¢ oczekiwana 1 odchylenie standardowe zmienne;

losowej X o rozktadzie wyktadniczym.




PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Zadanie 1
Dystrybuanta, wartos¢ oczekiwana 1 odchylenie standardowe zmienne;

losowej X o rozktadzie wyktadniczym.

@ 2 AE@ > QM) =P{x=<x}= f F(x)dx




PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Zadanie 1
Dystrybuanta, wartos¢ oczekiwana 1 odchylenie standardowe zmienne;

losowej X o rozktadzie wyktadniczym.

@ 2 AE@ > QM) =P{x<x}= f F(x)dx

X X 1 x
Q(x) = f Ae Mdx = AJ. e Mdx :l[—ie_ﬂxl =1 —egM
0 0 0

QX)=1—e™




PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Zadanie 1
Dystrybuanta, wartos¢ oczekiwana 1 odchylenie standardowe zmienne;

losowej X o rozktadzie wyktadniczym.

@ 2 ’1@ > Q(X)=P{x=x}= f f(x)dx

X X 1 x
Q(x) = f Ae Mdx = AJ. e Mdx :l[—ie_ﬂxl =1 —egM
0 0 0

QX)=1—e™

Ex = fxf(x)@—) Ex:f xle_h’dx:&f xe Mdx =
s 0 0




PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Zadanie 1
Dystrybuanta, wartos¢ oczekiwana 1 odchylenie standardowe zmienne;

losowej X o rozktadzie wyktadniczym.

@ 2 ’1“3@ > QM) =P{x<x}= f F(x)dx

X X 1 x
Q(x) = f Ae Mdx = AJ. e Mdx :l[—ie_ﬂxl =1 —egM
0 0 0

QX)=1—e™
Ex = _f Xf(x)aé Ex = mele_h’dx :&mee_}‘xdx =

Ex = Vx = — o=

=~ =
=~
)

49



Zadanie 2

Na podstawie badan samolotu bezzalogowego stwierdzono, ze czas t
uptywajacy do uszkodzenia poktadowego uktadu sterowania ma w przy-
blizeniu rozktad wyktadniczy, a srednia warto$¢ tego czasu wynosi 3000 h.
Nalezy wyznaczy¢ parametr A tego rozktadu I odchylenie standardowe o
zmiennej losowej t. Po wyznaczeniu kilku wartosci funkcji gestosci
prawdopodobienstwa narysowac przyblizony wykres jej przebiegu oraz
zaznaczy¢ polozenie wartosci oczekiwanej zmiennej t.

Rozwigzanie 1 1

f xzt—>Et:I—> A:Et:30l}l}

}v
X 1
G =

A

— 0,33 -10"3[1/h]

— Et = 3000 h




Zadanie 2
Na podstawie badan samolotu bezzalogowego stwierdzono, ze czas t

uptywajacy do uszkodzenia poktadowego uktadu sterowania ma w przy-
blizeniu rozktad wyktadniczy, a srednia warto$¢ tego czasu wynosi 3000 h.
Nalezy wyznaczy¢ parametr A tego rozktadu I odchylenie standardowe o
zmiennej losowej t. Po wyznaczeniu kilku wartosci funkcji gestosci
prawdopodobienstwa narysowac przyblizony wykres jej przebiegu oraz
zaznaczy¢ polozenie wartosci oczekiwanej zmiennej t.

Rozwiazanie 1 1
= =L — == = . —3
f X=t—> Et X —> A 51 = 3000 0,33 - 10 °[1/h]
A
k 1
c=-—=FEt=3000h
« A

, TR e
£(3000) = e 3000 °°° = 0,123 - 1073

f@) =de ™™ —s _ i R 2

£(6000) = SHhn 3000 = 0,043 - 103

—



f [1/h]}
[10°] 1

2000 4000 6000 t[h]
Et = 3000 h

Et=c=1/A

Zadanie 3
Nalezy wyznaczy¢ mediang zmiennej losowej t, 0 ktorej mowa w

zadaniu 2.




Rozwiazanie

f [1/h]}
311
[10-] A =0,33-103 [1/h]

0,37
0,27
0,1" \

2000 4000 6000 [




Rozwiazanie

f [1/h]}
-3 1
Jise, % =0,33-103 [1/h]

0,37
0,27
0,1-- \

2000 4000 | 6000 t[h]
t0,5
los =7 "Q(ts) = 0,5
Lo,s

Lo,s
Q(to,s) =P{t < to,5} = f f(t)dt :f e Ml — N SRR
0 0



—Atgs - Ine = In0,5

In0,5 —0,693

to,s - N [h]= 0,693 Et

t,, = 0,693 Et

Zadanie 5
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo nieuszkodzenia poktadowego

uktadu sterowania, o ktorym mowa w zadaniu 2, w czasie t, = 40 h trwania
lotu samolotu bezzatogowego.




Rozwiazanie

f [W/hly
1047 1
[ ]* o(t) L= 0,33-103 [1/h]

0,31

021

011

2000 4000 6000 t[n]
tZ

P{t >t} =R(t) — (funkcja niezawodnosci)
P{t >t} = 1- Q(t) = e (p. zadanie 1)



Rozwiazanie

f [1/h]

[10°] 1
0,31
0.2t
0,11

A

Q(t) = 0,013 A =0,33-10"3 [1/h]

2,

R(t) = 0,987

2000 4000 6000 t[h]
tZ
P{t >t} =R(t) — (funkcja niezawodnosci)
P{t >t} = 1- Q(t) = e (p. zadanie 1)
R(t) = e

R(t,) = o Atz — e—ﬂ,SS-lﬂ_3-4{} — 0.987



Zadanie 6

Granica wytrzymatosci doraznej R, pewnej stali stopowej sprezynowej
ma rozktad w przyblizeniu normalny o parametrach: wartos¢ oczekiwana
ER., = 1680 MPa, wariancja VR, = (135 MPa)?. Po wyznaczeniu kilku
wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej R, nalezy
narysowac przyblizony wykres przebiegu tej funkcji.




Zadanie 6

Granica wytrzymalosci doraznej R, pewnej stali stopowe] sprezynowe]
ma rozktad w przyblizeniu normalny o parametrach: wartos¢ oczekiwana
ER., = 1680 MPa, wariancja VR, = (135 MPa)?. Po wyznaczeniu kilku
wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej R, nalezy
narysowac przyblizony wykres przebiegu tej funkcji.

Rozwiazanie

fx) =

o\ 2T

e

(x—m)?2

2g2

= f(Rm) =3

1
-2

&

(R;;,—ER,,)*

2VR,,



Zadanie 6

Granica wytrzymalosci doraznej R, pewnej stali stopowe] sprezynowe]
ma rozktad w przyblizeniu normalny o parametrach: wartos¢ oczekiwana
ER., = 1680 MPa, wariancja VR, = (135 MPa)?. Po wyznaczeniu kilku
wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej R, nalezy
narysowac przyblizony wykres przebiegu tej funkcji.

Rozwiazanie

(x—m)?2

€ 205 T f(Rm) =3

(R;;,—ER,,)*
2-VR,,

fx) =

1
e
oV 2T JVR, -+2m

Rm % ERm Ey: f(R-m) o

1 1
= = 29,6-10"*% [1/MPa
ov2m 13542 [ ]



Zadanie 6

Granica wytrzymalosci doraznej R, pewnej stali stopowe] sprezynowe]
ma rozktad w przyblizeniu normalny o parametrach: wartos¢ oczekiwana
ER., = 1680 MPa, wariancja VR, = (135 MPa)?. Po wyznaczeniu kilku
wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej R, nalezy
narysowac przyblizony wykres przebiegu tej funkcji.

Rozwiazanie
(x—m)? 1 (R —ERp)°
f(x) =r e 252 N (R ) N e 2-VR,,
o/ 2T F (B JVR. . -\2m

RA=ER 3" if(R.)= — 29,6107 [1/MPa]

1 1

ov2m  135v2T
1

R =ER.+./VR,, —>f(R,)) = 29,6-10%e 2 = 18,0 10~ [1/MPa]



Zadanie 6

Granica wytrzymatosci doraznej R, pewnej stali stopowej sprezynowej
ma rozktad w przyblizeniu normalny o parametrach: wartos¢ oczekiwana
ER., = 1680 MPa, wariancja VR, = (135 MPa)?. Po wyznaczeniu kilku
wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej R, nalezy
narysowac przyblizony wykres przebiegu tej funkcji.

Rozwiazanie
(x—m)? 1 (R —ERp)°
f(x) =r e 252 N (R ) N e 2-VR,,
o/ 2T F (B JVR. . -\2m

RA=ER 3" if(R.)= — 29,6107 [1/MPa]

1 1

ov2m  135v2T
1

R =ER.+./VR,, —>f(R,)) = 29,6-10%e 2 = 18,0 10~ [1/MPa]

R,, = ER,, +15,/VR,, —> f(R,) =9,7+10"* [1/MPa]
R, =ER, +2/VR., —> f(R,) =40-10""*[1/MPa]



f [1/MPa]

stal stopowa sprezynowa

[104]
200
204 . |
10+ / \
| / \
700 800 1000 1200 fioo =

1600 1800 2000 R_[MPa]

m = 1680



Zadanie 7

Granica wytrzymatosci doraznej R, pewnej stali stopowe] sprezynowe;
ma rozktad w przyblizeniu normalny o parametrach: wartos¢ oczekiwana ER,,
= 1680 MPa, VR, = (135 MPa)°. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze materiat ptaskownika wykonanego z tej stali, losowo wybranego z
pojemnika identycznych ptaskownikow, ma granice wytrzymatosci rowna CO
najmniej R, = 1400 MPa.

[104] f [1/MPa]

Rozwigzanie 30+

20 P{R,, > 1400} / \
1o \K \

P{R,, < 1400} / \
Sl &

700 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 R _[MPa]




Zadanie 7

Granica wytrzymatosci doraznej R, pewnej stali stopowe] sprezynowe;
ma rozktad w przyblizeniu normalny o parametrach: wartos¢ oczekiwana ER,,
= 1680 MPa, VR, = (135 MPa)°. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze materiat ptaskownika wykonanego z tej stali, losowo wybranego z
pojemnika identycznych ptaskownikow, ma granice wytrzymatosci rowna CO
najmniej R, = 1400 MPa.

[104] f [1/MPa]

Rozwigzanie 30+

20 P{R,, > 1400} / \
1o \K \

P{R,, < 1400} / \
S Sl &

700 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 R _[MPa]

P{R_>1400} = P{R_ > 1400} = 1 — P{R_ < 1400} = 1 — Q(1400)



1400 1 (R,,,—m)?

0(1400) :f f(Rm)dRm f(Rm) = e 202

0 o2
‘\/

m = 1680 MPa, ¢ =135 MPa




Q(1400)::J‘

0

1400

f(Rp)dRy,

N

f(Rm) —

e
oV 2T
m = 1680 MPa,

(R,,—m)?2
202

c =135 MPa

standaryzowany T

rozktad normalny

1

Y — zmienna losowa standaryzowana

f(y) = —e 2

T

3 A
Ll

< Vv

2



1400

0(1400) — f fF(R,)dR,, FR,) =——e
0 o2
\/

m = 1680 MPa, ¢ =135 MPa

(R,,—m)?2
202

R,—m :
R |:> y = Y — zmienna losowa standaryzowana

o
standaryzowany T 1 ﬁ
rozktad normalny f(y) =——e

ar
~_~
i BRI ;
(1400) = & (1400 — 168[]) o=1
¢ 7 135

0(1400) ~ 0,02 = 2% tablice

68



Zadanie 8

Walek pewnego urzadzenia mechanicznego jest podparty dwoma
jednakowymi tozyskami §lizgowymi jednakowo obciazonymi. Powickszanie
si¢ luzu w kazdym z nich opisuje funkcja

X(t)=X,+v,.t,

w ktorej X, jest luzem poczatkowym, a v, jest predkoscia zuzywania si¢
wspolpracujacych elementow. Zmienne losowe X, 1 v, maja rozklady
normalne o parametrach: EX, = 100 um, VX, = 100 (um)?, Ev, = 0,1 um/h,
Vv, = 10* (um/h)?. Graniczna warto$¢ luzu, po ktorej osiggnieciu tozysko
traktuje si¢ jako uszkodzone, X,, = 220 pum. Nalezy wyznaczy¢
prawdopodobienstwo uszkodzenia tozyska w czasie t, = 1000 h.

Rozwiazanie
X(t) Uszkodzenie = A = {X(t,) > X, }
panewka !
czop \ P{A} = P{X, + 8, > X}
watka 1. i%
@ m = EX, + t,Ev, = 200 um
obudowa

o= \/UXH + tZVv, = 14,1 pm

— 7




f[1/pum]

0,0283 -1 A
0,020 1 b=
0,010 } | |
_ il
0 40 80 120 160 200 . 240 X [um]
m

Xz D0
P{A} =1 -P{X <X} =1-Q(X)

220
0(220) = f FX)dX
0

\




f [1/um]

0,0283 -1 2
0,020 | X /
1 b tkr ~ ~

0,010 / |
| o
0 40 80 120 160 200 . 240 X [um]
m
X, = 220

P{A} =1 -P{X <X} =1-0Q(X)
220
0(220) = f F)AX
0 tablice

S /
X[ oy=2"T" [ Q)=o)

0]




f [1/um]

0,0283 -1 -
0,020 | X /
1 t= tkr . ~

0,010 } / |
| frw
0 40 80 120 160 200 240 X [um]
m
X, = 220

P{A} =1 -P{X =X} =1-Q(X)

0(220) = fﬂﬂf(}()d}f E cp(m E 20“) ~ $(142) = 0,922
. 14,1 ’ ’




f [1/um]

0,0283 -1 .
0,020 | X /
1 b tkr ~ ~

0,010 / |
| o
0 40 80 120 160 200 . 240 X [um]
m
X, = 220

P{A} =1 -P{X =X} =1-Q(X)

0(220) = fﬂﬂf(}()d}{ E ¢(220 E 20“) ~ $(142) = 0,922
. 14,1 ’ ’

X —m 1 _
X[ >y= P{A} =1-0,922=10,078




Zadanie 9

W chwili wystgpienia uszkodzenia elementu podstawowego w pewnym
urzadzeniu elektronicznym wigcza si¢ automatycznie do funkcjonowania
1 zastepuje go w dziataniu drugi taki sam element nalezacy do tego urzgdze-
nia. Czasy poprawnego funkcjonowania obu elementoéw sa jednakowymi
zmiennymi losowymi t o rozktadzie wyktadniczym, przy czym parametr A =
= 0,030 [1/rok]. Wiedzac, ze dystrybuanta czasu t bezawaryjnego funkcjono-
wania urzadzenia ztozonego z tych elementow ma postaé

Q(t) =1—(1+At)e™,

nalezy wyprowadzi¢ wzor na gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej t
oraz wyznaczy¢ warto$¢ mody tej zmienne;.

= VR

Rozwiazanie -t A —Y o

t="a% 1:/\ rozktad wykladniczy —> g(t) = Ae ™"

N g Fy =2

dt




Q(t) =1—(1+At)e™

/

dQ(t) 2 _E (E_—lt + lte"“) = —[-Ae™ +he ™M + lt(—lE_“)]
dt dt
d?:li:t] b5 —}Lf(_lf_lt) i ¥ te—lt

f(t) =Nte™

e
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f(t)=Ate ™™

df(o)

dt

moda







1
0,030

= 33,33 lat

i
|
|
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1 1
A 0,030

= 33,33 lat
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Zadanie 10

Zmienna losowa x ma rozktad wyktadniczy 0 gestosci prawdopodobienstwa
f(x) =Ae™, przy czym L = 0,6. Nalezy wyznaczy¢ dystrybuante F(X)
zmiennej X I narysowac wykresy funkcji f (x) oraz F(x).

Zadanie 11

Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy 0 parametrze A. Nalezy
sporzadzi¢  wykresy  gestosci  prawdopodobienstwa tej  zmienngj
odpowiadajace wartosciom parametru A = 0,51 A = 0,2. W odniesieniu do obu
tych przypadkow nalezy wyznaczy¢ wartosci oczekiwane 1 mediany zmiennej
X 0raz zaznaczy¢ Ich potozenie na rysunku.

Zadanie 12

Na podstawie badan samolotu bezzatogowego stwierdzono, ze czas t
uptywajacy do uszkodzenia poktadowego uktadu sterowania ma w przyblize-
niu rozktad wyktadniczy, a srednia wartos¢ tego czasu wynosi 3000 h. Nalezy
wyznaczy¢ prawdopodobienstwo poprawnego funkcjonowania uktadu w
czasie misjl trwajacej t, = 10 h.




Zadanie 13

Ustalono, ze srednia trwalo$¢ zarowek w reflektorach wynosi 15000 h.
Przyjmujac, ze czas zdatnosci tych zarowek ma rozktad wyktadniczy, nalezy
oszacowac funkcje niezawodnosci pojedynczej zaréwki w czasie 1000 h
oraz czas, po ktorym funkcja ta zmniejszy sie do wartosci 0,900.

Zadanie 14

Przedstaw przyblizony przebieg wykresu gestosci prawdopodobienstwa
zmiennej losowe] X o0 rozktadzie wyktadniczym, przy czym X = 0,125
[1/rok]. Wyznacz warto$¢ oczekiwang EX zmiennej X oraz prawdopodo-
bienstwo P{ X > Ex}, wiedzac, ze dystrybuanta analizowanej zmiennej
losowej wynosi  Q{x) =1—e~* . Zaznacz na narysowanym wykresie
potozenie wartosci oczekiwanej oraz przedstaw graficznie wielkos¢ Q(X) dla
X = EX.




Zadanie 15

Podczas dokrgcania srub Iaczacych kotnierz wylotu rury z pokrywa
zamykajaca ten wylot (rys. 2.47) wywolywany jest w kazdej ze Srub naciagg
wstepny | W efekcie srednie napr¢zenia W najbardziej wytezonym przekroju
Sruby wynoszace o,, . Granica wytrzymato$ci materiatu $ruby wynosi R...
Obie te wieclkosci mozna traktowa¢ jako zmienne losowe 0 rozkladzie
normalnym (wptyw ucie¢ jest niewielki). W wyniku wiaczenia rurociggu do
eksploatacji pojawia si¢ w nim czynnik o stalym, zdeterminowanym
ciSnieniu, CO powoduje wzrost naprezen we wspomnianym przekroju sruby o
o, Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobiefistwo nieuszkodzenia S$ruby po
pojawleniu si¢ W rurociggu cisnienia.
Dane: ER,, = 750 MPa, VR, = 75% (MPa)?, Ee,, = 400 MPa, Vo,, = 50°
(MPa)?, o, = 80 MPa.




ZMIENNE LOSOWE DYSKRETNE (SKOKOWE)

X

P; p, = P{x=x}
P ZFI iy

Xl X2 X3 X4 X5 Xi Xn -1 Xn )Z
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ZMIENNE LOSOWE DYSKRETNE (SKOKOWE)

X
P px — P{X - X}
P
Sh=t
g
| e
Xl X2 X3 X4 X5 Xi Xn -1 Xn X

Ex=prx < {E;t':f_mxf(x)dx]
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ZMIENNE LOSOWE DYSKRETNE (SKOKOWE)

X

P3

P

Py = PX =X}
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Wybrane rozktady zmiennych losowych dyskretnych

Rozkiad dwumianowy zmiennej losowej X

Py 4
X — liczba zajs¢ okreslonego zdarzenia A
w N niezaleznych doswiadczeniach
‘ (X=0,1,2,...,n),
5 g — prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia
012345 X

A w jednym doswiadczeniu
(jednakowe w kazdym doswiadczeniu)

(np. orzet-reszka)

Prawdopodobienstwo P, zajScia zdarzenia A doktadnie X razy
w N doswiadczeniach:

nl

px = Plx =x} = 7 (1—q)"™

x!'(n—x)!

n!=1-2-3--n



Zadanie 15

Wiadomo, ze wadliwos¢ jednakowych uszczelek zapasowych trzymanych
w pojemniku wynosi w = 2%. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego,

ze wsrod N = 6 uszczelek pobranych losowo z pojemnika nie znajdzie si¢
uszczelka wadliwa.

Rozwiazanie

pk T P{X = X}1
przy czym x= 0




Zadanie 15

Wiadomo, ze wadliwos¢ jednakowych uszczelek zapasowych trzymanych
w pojemniku wynosi w = 2%. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego,

ze wsrod N = 6 uszczelek pobranych losowo z pojemnika nie znajdzie si¢
uszczelka wadliwa.

Rozwiazanie

X — liczba wylosowanych uszczelek wadliwych (zmienna losowa)
P, = P{X =X},
przy czym X =0

n! et
Pr = Plx =x} = Ao (1—-q)
6!
Bl =01 = 0,02°(1 - 0,02)°7°% = 0,886

0! (6 — 0)!



Zadanie 16
Pewien lekkoatleta przekracza w rzucie mlotem 80 metrow ze srednig
czestoscig 60%. W czasie zawoddéw Diamentowe] Ligi wykonuje 6 rzutow.

Nalezy znalez¢ rozktad prawdopodobienstwa liczby X wykonanych rzutow
na odlegtos¢ wigksza niz 80 m.




Zadanie 16
Pewien lekkoatleta przekracza w rzucie miotem 80 metrow ze srednig
czestoscig 60%. W czasie zawodow Diamentowej Ligi wykonuje 6 rzutow.

Nalezy znalez¢ rozktad prawdopodobienstwa liczby X wykonanych rzutow
na odlegtos¢ wigksza niz 80 m.

Rozwiazanie

px:P{X:X}1 > P{x =x} =
przy czymx =20, 1, 2, 3,4, 5,6,
n=06; g=0,60

n!

x!'(n —x)! 5t L



Zadanie 16
Pewien lekkoatleta przekracza w rzucie miotem 80 metrow ze srednig
czestoscig 60%. W czasie zawodow Diamentowej Ligi wykonuje 6 rzutow.

Nalezy znalez¢ rozktad prawdopodobienstwa liczby X wykonanych rzutow
na odlegtos¢ wigksza niz 80 m.

Rozwiazanie
n!
Py = P{x =X}, il — el xl(n—x)qu(l_q)n_x
przy Czym X = Ol 11 21 3’ 41 5! 61 : .
n=06; g=0,60

6! 0 6—0

X = =" Pix = 0= 0106 0)! 0,60 (1 — 0,60) = (0,004
6!

X=1=—>  P{x=1}= 0,60*(1 — 0,60)°"1 = 0,037

11(6 — 1)!



Zadanie 16
Pewien lekkoatleta przekracza w rzucie miotem 80 metrow ze srednig
czestoscig 60%. W czasie zawodow Diamentowej Ligi wykonuje 6 rzutow.

Nalezy znalez¢ rozktad prawdopodobienstwa liczby X wykonanych rzutow
na odlegtos¢ wigksza niz 80 m.

Rozwiazanie
n!
Py = P{x =X}, il — el xl(n—x)qu(l_q)n_x
przy Czym X = Ol 11 21 3’ 41 5! 61 : .
n=06; g=0,60
6! 0 6—0
- oz - , ]_ 2% 0,60 R 2 0,004
X =0;—>" Pix = 0} 01(6—0)1060( )
6!
= — - — : 1 &) gt ’
M= PEx=l0 1106~ 1! 0,60-(1 — 0,60) 0,037
X w2 v P =02 b= A1138 x=5 — P{x =5} =0,187
o= = - =3 = 0.276 x=6 —P{x=06}=0,047

x=4 — P{x=4}=0311



P4 rozktad dwumianowy zmiennej losowej x
0,3007 (liczby przekroczen 80 m w rzucie mlotem)
P51
0,1001
I |

P BN S R P T

Zadanie 17

Opierajac si¢ na wynikach uzyskanych w rozwigzaniu poprzedniego
zadania, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w co najmniej
trzech z szesciu rzutow mtot wylagduje poza granicg 80 metrow.

Zadanie 18
Wykonywane sg 4 rzuty monetg. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
wyrzucenia reszki 3 razy.




Rozktad Poissona zmiennej losowej X
pX A

X — liczba zajs¢ okreslonego zdarzenia A
W N niezaleznych doswiadczeniach
I (X:O,l,Z,...,n),
A n X (- prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia
A w jednym doswiadczeniu
(Jednakowe w kazdym doswiadczeniu)

Gdy n duze 1  mate (praktycznie N > 201 < 0,15), rozkltad dwumianowy
mozna aproksymowac rozktadem Poissona. Wowczas prawdopodobienstwo
P, zajscia zdarzenia A dokladnie X razy w N doswiadczeniach:

EX

, gdzie A =nq A




Zadanie 19

Wedhlug danych armii pruskiej z poczatku XX wieku do wypadkow smier-
telnych na skutek kopniecia przez konia w oddziatach kawalerii dochodzito
z czestoscig 6 razy w ciggu 10 lat. Nalezy wyznaczy¢ rozktad prawdopodo-

bienstwa liczby X wypadkow $miertelnych w armii pruskiej w ciggu 1 roku.




Zadanie 19

Wedhlug danych armii pruskiej z poczatku XX wieku do wypadkow smier-
telnych na skutek kopniecia przez konia w oddziatach kawalerii dochodzito
z czestoscig 6 razy w ciggu 10 lat. Nalezy wyznaczy¢ rozktad prawdopodo-
bienstwa liczby X wypadkow $miertelnych w armii pruskiej w ciggu 1 roku.

Rozwiazanie g
kx

P{x=x}=;e‘?‘ A= EX=6/10




Zadanie 19

Wedhlug danych armii pruskiej z poczatku XX wieku do wypadkow smier-
telnych na skutek kopniecia przez konia w oddziatach kawalerii dochodzito
z czestoscig 6 razy w ciggu 10 lat. Nalezy wyznaczy¢ rozktad prawdopodo-
bienstwa liczby X wypadkow $miertelnych w armii pruskiej w ciggu 1 roku.

Rozwiazanie g
kx

P{x=x}=;e‘?‘ A= EX=6/10

0,6°
0 P{x =0} = Te—ﬂﬁ = (0,548
.1

0,6
1 PRprerlge Te_ﬂ":‘ = 0,329

X

X



Zadanie 19

Wedhug danych armii pruskiej z poczatku XX wieku do wypadkoéw Smier-
telnych na skutek kopniecia przez konia w oddziatach kawalerii dochodzito
z czestoscig 6 razy w ciggu 10 lat. Nalezy wyznaczy¢ rozktad prawdopodo-

bienstwa liczby X wypadkow $miertelnych w armii pruskiej w ciggu 1 roku.
Rozwigzanie

kx
P{x=x}=—le‘?‘ A= EX=6/10
X .
0,6°
X=0 P{x =0} = Te—ﬂﬁ = (0,548
0,61
x=1 P{x = 1} = Te—“rﬁ = 0,329

P{x = 2} = 0,099
P{x = 3} = 0,020
P{x = 4} = 0,003
P{x = 5} = 0,0003

X X X X
I I
Oo1r b W



pX A

] X —liczba wypadkow smiertelnych w armii
0,500: i .
! pruskiej w ciggu 1 roku na skutek
i kopnigcia przez konia
0,300
0,100,
1 >
0 1 2 3 4 5 X
Zadanie 20

W pewnym duzym przedsiebiorstwie (z duzg liczbg stanowisk pracy)
dochodzi do wypadkow przy pracy srednio raz na 5 lat. Stosujac rozktad
Poissona, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zajscia w ciggu najbliz-
szego roku w tym przedsiebiorstwie co najmniej dwoch wypadkow.



ZDARZENIA LOSOWE

zdarzenia
l

zdarzenia
w przyszlosci

zdarzenia
w przesziosci

zdarzenia
losowe

realizacje
zdarzen
losowych

100



f [L/MPa]

stal stopowa sprezynowa

f — gestosé prawdopodobienstwa
zmiennej losowej R

700 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 R [MPa]

R m = 1680

m

R, <1400 :
1500 < R < 1600 } — przykilady zdarzen losowych
m —

Inne przyktady:

e X=>5 (X — liczba wypadkow w firmie w ci1ggu roku)
T<2lata (T - trwalo$¢ urzadzenia)

A — popelnienie btedu przez pracownika

A — uszkodzenie urzadzenia

A —wygrana w grze losowej




f [L/MPa]

stal stopowa sprezynowa VDC

f — gestosé prawdopodobienstwa
zmiennej losowej R

700 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 R [MPa]

R m = 1680

m

R, <1400 :
1500 < R < 1600 } — przykilady zdarzen losowych
m —

wm , X, T —zmienne Ioso@
Inne przyktady: VLT

e X=>5 (X — liczba wypadkow w firmie w ci1ggu roku)
T<2lata (T - trwalo$¢ urzadzenia)

A — popelnienie btedu przez pracownika

A — uszkodzenie urzadzenia

A —wygrana w grze losowej




* Zajscie zdarzenia losowego nie jest pewne.
* Miarg mozliwosci zajscia zdarzenia losowego A jest wielkos¢
matematyczna ——> prawdopodobienstwo

p N — liczba wszystkich jednakowo mozliwych
P{A} = N zdarzen (wynikOw pomiarow, doswiadczen,
obserwacji,...), czyli liczebnos$¢ populacji

generalnej
N, — liczba zajs¢ zdarzen sprzyjajacych zajsciu
zdarzenia A



* Zajscie zdarzenia losowego nie jest pewne.
* Miarg mozliwosci zajscia zdarzenia losowego A jest wielkos¢
matematyczna ——> prawdopodobienstwo

P{A} = %

Zadanie 21

N — liczba wszystkich jednakowo mozliwych
zdarzen (wynikOw pomiarow, doswiadczen,
obserwacji,...), czyli liczebnos$¢ populacji
generalnej

N, — liczba zajs¢ zdarzen sprzyjajacych zajsciu

zdarzenia A

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
jednej karty z talii 52 kart otrzyma si¢ karte pik.

Rozwigzanie
N =52
N, =13

1

3
A — wyciagniceie karty pik [ > P{A} = = =025



Zadanie 22

Wsrod 1000 jednakowych uszczelek zapasowych trzymanych w pojemniku
20 sztuk jest wadliwych. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze
losowo pobrana z pojemnika jedna uszczelka jest wadliwa.

Rozwiagzanie
B 1000} RGeS e e e SR
N, = 20 p j > P{A} = ——=0,02

Jesli liczebnos¢ catej populacii jest nieograniczona, to

Ny
P{A} = lim b

N—=oo

N — liczebno$¢ probki losowej (statystycznej)




Wazniejsze dzialania na zdarzeniach

* AiA - zdarzenie i zdarzenie przeciwne wzgledem A, np. orzet
1 reszka, popetnienie 1 niepopetnienie biedu przez pracow-
nika.

* Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest rowne 0.
Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne 1.

 Prawdopodobienstwo sumy zdarzen, np. Al B
P{AuB} = P{A} + P{B} - P{ANB}



Zadanie 23

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
jednej karty z talii 52 kart otrzyma si¢ karte pik lub asa.




Zadanie 23

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
jednej karty z talii 52 kart otrzyma si¢ karte pik lub asa.

Rozwiazanie
A
789 o A s
%0 Y .
@b‘;!““/”ﬂf‘ o % 4
Q)“, ’v':f’ Ya a ®
< 2 !
3

zdarzenie A lub  \zdarzenie B > {AuB}




Zadanie 23

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
jednej karty z talii 52 kart otrzyma si¢ karte pik lub asa.

Rozwiazanie
o1 89 "\. é
P 3‘.449,, ‘%ﬁ N \ P Y
t '4 Ta a %
< 3@’ :
A
Zzdarzenie A lub




Zadanie 23

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
jednej karty z talii 52 kart otrzyma si¢ karte pik lub asa.

Rozwigzanie
6'789 |2 é
B 2“‘“” X3 gl ®
i AT
A
zdarzenie A lub > {AuB}

P{A U B} = P{A} + P{B} — P{A N B)
A

1
PIANB} =



Zadanie 23

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
jednej karty z talii 52 kart otrzyma si¢ karte pik lub asa.

Rozwiazanie
A
6611299Q Y » ot
DR A
' <~5@’/ :
A
Zzdarzenie A lub

P{A U B} = P{A} + P(B} — P{ANB} = 22— % _ 031
A 52 13

1
PIANB} =




- Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen, np. A1 B
P{4ANB} = P{A}: P{BIA}

P{BIA} — prawdopodobienstwo warunkowe zaj$Scia zdarzenia B,
przy zatozeniu, ze zaszlo zdarzenie A

Zadanie 24

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
jednej karty z tali1 52 kart otrzyma si¢ asa pik.

Rozwigzanie
P{ANB} =7

zdarzenie A — wyciagniecie karty w kolorze pik
zdarzenie B — wyciagnieta karta jest asem

1
2

lleg ARG
P{ANB} = P{A} P{BIA} = o> = =



- Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen, np. A1 B
P{4ANB} = P{A}: P{BIA}

P{BIA} — prawdopodobienstwo warunkowe zaj$Scia zdarzenia B,
przy zatozeniu, ze zaszlo zdarzenie A

Zadanie 24

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
jednej karty z tali1 52 kart otrzyma si¢ asa pik.

Rozwigzanie
P{ANB} =7

zdarzenie A — wyciagniecie karty w kolorze pik
zdarzenie B — wyciagnieta karta jest asem

N
P{AHB}: AﬂE:

o SRS 1 N 52
P{ANB} = P{A} P{BIA} = o> = =




Jesli P{BIA} = P{B}, to zdarzenia A I B sa niezalezne. Wowczas

P{ANB} = P{A} P{B}

Zadanie 25

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania
z dwoch talin kart (po 52 karty kazda) otrzyma si¢ dwie karty w kolorze pik.

Rozwiazanie

zdarzenie A — wyciagnigcie karty w kolorze pik z 1.talii

zdarzenie B — wyciagniecie karty w kolorze pik z 2.talii
P{ANB} =7

1l
P{ANB} = P{A} P{B} = — ' — =



Zadanie 26
Podczas przerwy sniadaniowej operator koparki moze by¢ narazony na

dwa zdarzenia niepozadane:

A - upadek wskutek poslizgniecia si¢ lub potknigcia,

B - potracenie przez przejezdzajacy pojazd.
Prawdopodobienstwa zajscia kazdego z nich w ciggu 1 roku, oszacowane w
sposob ekspercki, wynoszg odpowiednio: ¢, = 50:10°, qg=12-10°.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo ulegni¢cia wypadkowi przez
pracownika podczas przerw $niadaniowych w ciagu 1 roku.




Zadanie 26
Podczas przerwy sniadaniowej operator koparki moze by¢ narazony na

dwa zdarzenia niepozadane:

A - upadek wskutek poslizgniecia si¢ lub potknigcia,

B - potracenie przez przejezdzajacy pojazd.
Prawdopodobienstwa zajscia kazdego z nich w ciggu 1 roku, oszacowane w
sposob ekspercki, wynoszg odpowiednio: ¢, = 50:10°, qg=12-10°.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo ulegni¢cia wypadkowi przez
pracownika podczas przerw $niadaniowych w ciagu 1 roku.

Rozwiazanie
P{A v B} = P{A} + P{B} — P{A N B}




Zadanie 26
Podczas przerwy sniadaniowej operator koparki moze by¢ narazony na

dwa zdarzenia niepozadane:

A - upadek wskutek poslizgniecia si¢ lub potknigcia,

B - potracenie przez przejezdzajacy pojazd.
Prawdopodobienstwa zajscia kazdego z nich w ciggu 1 roku, oszacowane w
sposob ekspercki, wynoszg odpowiednio: ¢, = 50:10°, qg=12-10°.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo ulegni¢cia wypadkowi przez
pracownika podczas przerw $niadaniowych w ciagu 1 roku.

Rozwiazanie
P{A v B} = P{A} + P{B} — P{A N B}

P{ANB} = P{A}- P{BIA} =~ P{A}- P{B} =
= (|, O = 50-10°6 -12-10° = 0,0006 10



Zadanie 26
Podczas przerwy sniadaniowej operator koparki moze by¢ narazony na

dwa zdarzenia niepozadane:

A - upadek wskutek poslizgniecia si¢ lub potknigcia,

B - potracenie przez przejezdzajacy pojazd.
Prawdopodobienstwa zajscia kazdego z nich w ciggu 1 roku, oszacowane w
sposob ekspercki, wynoszg odpowiednio: ¢, = 50:10°, qg=12-10°.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo ulegni¢cia wypadkowi przez
pracownika podczas przerw $niadaniowych w ciagu 1 roku.

Rozwiazanie
P{A v B} = P{A} + P{B} — P{A N B}

P{ANB} = P{A}- P{BIA} =~ P{A}- P{B} =
= (|, O = 50-10°6 -12-10° = 0,0006 10

P{AuUB} =50-10°+ 12-10° - 0,0006 = 62 -10°



Zadanie 27

Na podstawie danych statystycznych nalezy oszacowa¢ prawdopodo-
bienstwo spowodowania Smierci pieszego przez samochod osobowy w ciggu
1 roku w Polsce przy zatozeniu predkosci najechania wynoszacej 60 km/h.




Zadanie 27

Na podstawie danych statystycznych nalezy oszacowa¢ prawdopodo-
bienstwo spowodowania Smierci pieszego przez samochod osobowy w ciggu
1 roku w Polsce przy zatozeniu predkosci najechania wynoszacej 60 km/h.

Rozwiazanie

A — najechanie na pieszego przez samochod osobowy
B — utrata zycia przez pieszego

P{4NB} =?

P{4NBY} = P{A}- P{BIA}



Zadanie 27

Na podstawie danych statystycznych nalezy oszacowa¢ prawdopodo-
bienstwo spowodowania Smierci pieszego przez samochod osobowy w ciggu
1 roku w Polsce przy zatozeniu predkosci najechania wynoszacej 60 km/h.

Rozwiazanie

A — najechanie na pieszego przez samochod osobowy
B — utrata zycia przez pieszego

P{4NB} =?

P{4NBY} = P{A}- P{BIA}

Wedtug danych KG Policji dotyczacych wypadkow drogowych w Polsce
w 2018 .

PlAs = oy &
LRSS L) liczba samochodow osobowych
= 180 - 107°[1/rok]

liczba najechan w ciggu roku




1,00
0,80
0,60
0,40

0,20

P{BIA}

Wa:

Rosén & Sander (2009)
Papis & Matyjewski (2016)

przedziat ufnosci na p

ufnosci a = 95%

v [km/h]

P{BIA} = 0,20

oziomie




P{BIA}
1,00

ey "7 Rosén & Sander (2009)
0,80 Papis & Matyjewski (2016)
0,60 | : | ' & '
przedziat ufnosci na poziomie
0,40

ufnosci a = 95%

0,20

120 [km/h]

P{BIA} = 0,20

P{ANB} = P{A}- P{BIA} = 180:106 - 0,20 = 36- 10 [1/rok]



Zadanie 28

Pracownik wchodzi na trzymetrowa drabing w celu naprawy oswietlenia.
W trakcie wymiany swietlowki moze ulec wypadkowi, albo wskutek poraze-
nia pradem (zdarzenie A) albo wskutek upadku z drabiny (zdarzenie B).
Porazenie pradem podczas jednokrotnej wymiany swietlowki moze zajs¢
z prawdopodobienstwem (, = 0,03-10° , a upadek z drabiny — z prawdo-
podobienstwem Qg = 0,20-10°. Zakladajac, ze zdarzenia te s3 niezalezne,
nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo ulegniecia wypadkowi przez
pracownika pgdczas jednokrotnego wykonania wspomnianej czynnosci.

Rozwiazanie

|

@r?e A lub zdarzeni@ >{AuB}




Zadanie 28

Podczas modelowania ryzyka zawodowego dla okreslonego stanowiska pracy
zespot ekspertow wyrdznit dwa zdarzenia niepozadane, ktore moga si¢ pojawic przy
wykonywaniu przez pracownika okreslonej czynno$ci, | oszacowal, zZe
prawdopodobienstwo zaj$cia W ciggu roku pierwszego z tych zdarzen wynosi 2:1073,
a drugiego z nich 5-10-3. Eksperci oszacowali takze, ze prawdopodobienstwo utraty
zycia przez pracownika wskutek zajscia pierwszego zdarzenia wynosi 0,50, a wskutek
zaj$cia drugiego — 0,10. Stosujgc wzory na prawdopodobienstwo sumy I prawdopo-
dobienstwo iloczynu zdarzen, wyznacz prawdopodobienstwo utraty zycia przez
pracownika w ciagu 1 roku wykonywania tej czynnosci.

Zadanie 29

W wyniku identyfikacji zagrozen na stanowisku pracy uznano, ze jednym ze zda-
rzen, na ktore narazony jest pracownik, jest potrgcenie pracownika przez przejezdza-
jacy wozek elektryczny. Metodami eksperckimi oszacowano, ze prawdopodobienstwo
zajscia tego zdarzenia w ciggu 1 roku wynosi 0,015, a prawdopodobienstwo utraty
zycia w rezultacie potracenia jest rowne 0,001. Stosujgc wzor na prawdopodobienstwo
iloczynu zdarzen, wyznacz prawdopodobienstwo utraty zycia przez pracownika w
ciggu 1 roku w zwigzku z mozliwoscig zaj$cia potracenia.




ELEMENTY STATYSTYKI MATEMATYCZNEJ

Statystycznym odpowiednikiem prawdopodobienstwa, np.
prawdopodobienstwa P{A}, — czestosc zdarzen W

N — liczba jednakowo mozliwych zdarzen

N W probce losowej (liczebnos¢ probki
losowej)

N, — liczba zaj$¢ zdarzenia A (sposrod N)

W — to estymator prawdopodobienstwa (s3 tez estymatory, czyli
odpowiedniki statystyczne, innych wielkosci probabilistycznych,
np. wartosci oczekiwanej zmiennej losowej, odchylenia
standardowego zmiennej losowej)



ELEMENTY STATYSTYKI MATEMATYCZNEJ

Statystycznym odpowiednikiem prawdopodobienstwa, np.
prawdopodobienstwa P{A}, — czestosc zdarzen W

W= ﬁ N — liczba jednakowo mozliwych zdarzen
N W probce losowej (liczebnos¢ probki
losowej)
N, — liczba zaj$¢ zdarzenia A (sposrod N)
Przyktady

1. A=(H>180) —> N = 1100 — liczebnos¢ grupy mezczyzn
(probki losowej)
N, = 420 — liczba m¢zczyzn w tej grupie
o wzroscie H > 180
N, 420
N 1100

w = = 0,382 —> P{A} ~ 0,382



Inne przyktady

2. A= (1500 <R, <1600) —> N — liczba zbadanych probek
materiatu
N, — liczba probek, ktorych granica wytrzymatosci
znalazta si¢ w rozwazanym przedziale
N

3. A=(x>5) Iwciagu 1 roku

N — liczba lat obserwac;ji

N, — liczba lat, w ktorych wypadkow bylo x > 5

4. A = utrata zycia przez pracownika na okreslonym stanowisku
pracy w ciggu 1 roku
N — liczba obserwowanych stanowisk pracy nalezacych do tej
samej populacji
N, — liczba wypadkow sSmiertelnych, jakie zaszty na tych
stanowiskach w ciggu 1 roku



Interpretacje wartosci prawdopodobienstwa i czestosci

* Prawdopodobienstwo utraty zycia przez rybaka w ciggu 1 roku

P{utrata zycia(1)} = 2000-10°

% 2

2000-107°

= 0,002

~ 1000000 1000 f

* Inne przykitady
- Prawdopodobienstwo zajscia wypadku w pewnej mate;
firmie w ciggu 1 roku wynosi P{A} = 0,5.

Wartos¢ oczekiwana (Srednia) liczby wypadkoéw w ciggu

5 lat szacowana przy uzyciu wzoru na czestosc
N, =Nw~=N-P{A} =5:0,5=2,5



P{ Re = Remin } 5 QZO’OZ
Liczba N, sposrod N =1000 sztuk populacji jednakowych
clementoOw urzadzenia majacych granice plastycznosci o

wartosci mniejszej niz podawana R, .. lub jej rOwnej wynosi

N, = N-P{A} = N-O = 1000 - 0,02 = 20.



Zadanie 30
W roku 2010 zaszto w Stanach Zjednoczonych 8,6 mln wypadkoéw przy
pracy (zdarzenia konczacego si¢ obrazeniami dowolnego rozmiaru),
spowodowanych bledami pracownikow. Zanotowana w tym samym roku
liczba 0sob pracujacych w USA wyniosta 145 min. Nalezy oszacowa¢ srednie
prawdopodobienstwo Q(1) popetnienia biedu przez pracownika w USA
w ciagu 1 roku.

Zadanie 31

Liczba wypadkow drogowych w latach 2013—2017 zasztych na terenie
USA, zanotowana przez Bureau of Transportation Statistics, wyniosta 32 min.
Calkowita liczba pojazdow wynosita w tym czasie okoto 265 miIn. Nalezy
oszacowac na podstawie tych danych srednie prawdopodobienstwo zajscia
wypadku drogowego w USA w przeliczeniu na 1 pojazd w ciggu
1 roku.




Zadanie 32
Liczba wypadkow drogowych w latach 2009—2013 zasztych na terenie
USA, zanotowana przez Bureau of Transportation Statistics, wyniosta 27,5
min. Sumaryczny dystans przebyty przez nie wyniést 24250 mld km.
Nalezy oszacowac na podstawie tych danych srednie prawdopodobienstwo
zaj$cia wypadku drogowego w USA w przeliczeniu na 1 tysigc km dystansu
przebytego przez pojazd.

Zadanie 33

Na podstawie danych statystycznych rejestrowanych przez 2 lata
uzytkowania 300 egzemplarzy pewnego urzadzenia lotniczego
zanotowano 7 uszkodzen. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
wystapienia USzkodzenia pojedynczego egzemplarza urzadzenia w
ciagu 1 roku jego funkcjonowania.




Zadanie 34
W reprezentatywne) probce losowe) pracownikow w USA, liczace

N = 1 mln oséb, zanotowano w ciagu 1 roku b = 57 000 wypadkow
przy pracy (zdarzenia konczacego si¢ obrazeniami dowolnego
rozmiaru), spowodowanych biedami pracownikow. Nalezy wyznaczy¢
srednie prawdopodobienstwo Q(1) popetnienia takiego biedu przez
pracownika w USA w ciggu 1 roku.

Zadanie 35
W probcee losowej o liczebnosci N = 200 jednakowych uszczelek

produkowanych masowo przez firm¢ znaleziono podczas kontroli
jakosci N, = 3 uszczelki niespetniajgce wymagan. Nalezy oszacowac
wadliwosc¢ populacji produkowanych uszczelek.




Estymacja punktowa i estymacja przedzialowa

Ny
PiA} =~ w = N estymacja punktowa

Estymacja punktowa — nie jest okreslona doktadnos¢ oszacowania.

Im liczebnos$¢ probki statystycznej jest wicksza (wicksza liczba obserwaciji,
prob, doswiadczen, ...), tym wigksza doktadnos$¢ oszacowania wartosci
prawdopodobienstwa przy uzyciu wyrazenia na cz¢stos¢ W

w o Pk
y mozliwe realizacje W

A = wyrzucenie reszki Fpise \
w 1 rzucie monetg s 0
o
N — liczba rzutéw moneta G N\
. ; o SRt 2
N, — liczba rzutow O G, MR e e 1M § ............... ﬂ§
zakonczonych < o (R8T 4
wyrzuceniem reszki R
04— >




Estymacja przedzialowa pozwala na okreslenie doktadnosci oszacowan.

Opiera si¢ ona na zalozeniu, ze szacowana statystycznie czestos¢ W jest
zmienna losowa, a uzyskiwany wynik z probki losowej Jest jej realizacja.
Nieznana warto$¢ estymatora okreslanej wielkosci probabilistycznej, np.
prawdopodobienstwa P{A} = p, jest zawarta w przedziale [w,, w,] — takim, ze

Plws <p<w,}=8 zwykle
8 = 0,90 lub 0,95

poziom ufnosci przedzial ufnosci



Jesli N duze, to rozktad estymatora W mozna aproksymowac rozktadem
normalnym. Wowczas

y, — kwantyl rzedu o = (1 + B)/2
standaryzowanego rozktadu

normalnego (okreslany na podstawie
tablic).

1 Np.dlap=0,95 'y, =1,960
—w(1l—w)

1
W, :w—yﬂ\/ﬁw(l—w)

Wg =W + Yy

A

(W — zwykle okreslane na podstawie badan jednej probki losowej)

=090 y =1,645

Jesli N mate, to rozktad estymatora W jest zwykle aproksymowany
rozktadem F- Snedecora — inne wzory na Wy i W, (literatura)



Zadanie 36

Badaniom eksploatacyjnym trwatosci urzadzenia poddano probke losowa
urzadzen 0 liczebnosci N = 50, a nastepnie drugg probke tych samych
urzadzen 0 liczebnosci N = 500. W czasie t ich uzytkowania uleglo
uszkodzeniom w pierwsze] probce b = 5, a w drugiej probce b = 50
egzemplarzy urzadzenia. Nalezy wyznaczy¢ wartosci  estymatora
prawdopodobienstwa nieuszkodzenia urzadzenia dla tego okresu na
podstawie wynikow badan pierwszej probki I na podstawie wynikow drugiej
probki, a takze granice przedziatow ufnosci tej wielkosci na poziomie ufnosci
B =0,95 w obu przypadkach badan.




Zadanie 36

Badaniom eksploatacyjnym trwatosci urzadzenia poddano probke losowa
urzadzen 0 liczebnosci N = 50, a nast¢pnie druga probke tych samych
urzadzen 0 liczebnosci N = 500. W czasie t ich uzytkowania uleglo
uszkodzeniom w pierwsze] probce b = 5, a w drugiej probce b = 50
egzemplarzy urzadzenia. Nalezy wyznaczy¢ wartosci  estymatora
prawdopodobienstwa nieuszkodzenia urzadzenia dla tego okresu na
podstawie wynikow badan pierwszej probki I na podstawie wynikow drugiej
probki, a takze granice przedziatow ufnosci tej wielkosci na poziomie ufnosci
o = 0,95 w obu przypadkach badan.

Rozwiazanie

A — nieuszkodzenie urzgdzenia w czasie t
N—-—b 50-5
PlAj = w = =
e 50
N:= b= 500=50
N o e b0

= 0,90 <€— l.probka losowa

P{A} ~ w = =090 <«—— 2.probka losowa



Granice przedziatu ufnosci w przypadku 1.probki losowe]

1 1
Wy =W — Yy [—w(l—w)=0,90-1960 [—0,90(1 —0,90)
N 50
= 0,90 - 0,083 = 0,817
w, = 0,90 + 0,083 = 0,983



Granice przedziatu ufnosci w przypadku 1.probki losowe]

1 1
Wy = W — ym\/w w(l—w)=10,90— 1,96{]\/50{],9{](1 —0,90)

= 0,90 - 0,083 = 0,817
w, = 0,90 + 0,083 = 0,983

Granice przedziatu ufnosci w przypadku 2.probki losowe

1 1
W, = W — —w(l—w)=090-1960 [—0,90(1 - 0,90
d J"D:JN ( ) JS'U'U ( )

= 0,90 - 0,026 = 0,874

wy, = 0,90 + 0,026 = 0,926

Trzykrotne zmniejszenie szerokosci przedziatu utnosci: 2-0,083 —92:0,026



Zadanie 37

Na probce losowej wyborcoéw 0 liczebnosci 1000 przeprowadzono badania
poparcia poszczegolnych partii. Udzial w wyborach zadeklarowato 700 osob.
Okazato sie, ze parti¢ XYZ poparto 45 wyborcow. Nalezy oszacowac czgstose

W poparcia tej partii przez wyborcow I doktadnos¢ tego oszacowania.




Zadanie 33

Na probce losowej wyborcoéw 0 liczebnosci 1000 przeprowadzono badania
poparcia poszczegolnych partii. Udzial w wyborach zadeklarowato 700 0sob.
Okazato sie, ze parti¢ XYZ poparto 45 wyborcow. Nalezy oszacowac czgstose

W poparcia tej partii przez wyborcow I doktadnos¢ tego oszacowania.

Rozwiazanie

L A 064 6,440
S S 700 A




Zadanie 33
Na probce losowej wyborcoéw 0 liczebnosci 1000 przeprowadzono badania

poparcia poszczegolnych partii. Udzial w wyborach zadeklarowato 700 0sob.
Okazato sie, ze parti¢ XYZ poparto 45 wyborcow. Nalezy oszacowac czgstose

W poparcia tej partii przez wyborcow I doktadnos¢ tego oszacowania.

Rozwiazanie
- — _—_ ~ 0,064 =649
ST N e 700 A

Poziom ufnosci —»=0,95 —p y,= 1,960

vﬁl S
J

W; =W — Y, Ew(l —w) = 0,064 — 0,018 = 0,046

w, = 0,064 + 0,018 = 0,082



Zadanie 33
Na probce losowe)] wyborcow 0 liczebnosci 1000 przeprowadzono badania

poparcia poszczegolnych partii. Udzial w wyborach zadeklarowato 700 0sob.
Okazato sie, ze parti¢ XYZ poparto 45 wyborcow. Nalezy oszacowac czgstose

W poparcia tej partii przez wyborcow I doktadnos¢ tego oszacowania.

Rozwiazanie
- — _—_ ~ 0,064 =649
ST N e 700 A

Poziom ufnosci —»=0,95 —p y,= 1,960

( A
J

W; =W — Y, Ew(l —w) = 0,064 — 0,018 = 0,046

w, = 0,064 + 0,018 = 0,082

Faktyczna czestos¢ poparcia partii XY Z miesci si¢ w przedziale (4,6+8,2) %
z prawdopodobienstwem 3 = 0,95




Zadanie 38

Na probce losowej wyborcoéw 0 liczebnosci 1000 przeprowadzono badania
poparcia poszczegolnych partii. Udzial w wyborach zadeklarowato 700 osob.
Okazato si¢, ze partiec XYZ poparto 260 wyborcow. Nalezy oszacowac czgstosc

W poparcia tej partii przez wyborcow I doktadnos¢ tego oszacowania.

Zadanie 39

Na probce losowej jednakowych tozysk tocznych przeprowadzono badania
doswiadczalne zawodnosci tozyska w czasie L = 200 [miIn obr]. Kazde z N =
500 tozysk pracowato w czasie tych badan w takich samych warunkach
(jednakowe: obcigzenie, predko$S¢ obrotowa, temperatura, Smarowanie,
chlodzenie). W rezultacie badan okazalo si¢, ze 2 tozyska z probki losowej
ulegly uszkodzeniu, nie osiggajac zalozonej liczby L obrotow. Nalezy
oszacowac¢ granice przedzialu ufnosci na poziomie o = 0,90 zawodnosci
populacji (generalnej) badanych tozysk.




Zadanie 40

W reprezentatywnej probee losowej stanowisk pracy w USA o liczebnosci
N = 1 mln zanotowano w 2010 r. 60 tysiecy wypadkow przy pracy (zdarzen
konczacych si¢ obrazeniami dowolnego rozmiaru), spowodowanych btedami
pracownikow. Nalezy wyznaczy¢ srednie prawdopodobienstwo Q(1)
popetnienia bledu przez pracownika w USA w ciggu 1 roku oraz granice
przedziatu ufnosci na poziomie 3 = 0,95 tego prawdopodobienstwa.

Zadanie 41
Na $rednice wewnetrzng d = 50 mm pier§cienia wewnetrznego
tozyska tocznego narzucone sg odchytki wymiarowe: dolna El =— 15

um 1 gorna ES = 0. Zapewnienie wymiaru o takich cechach odbywa sie
na obrabiarce sterowanej numerycznie poprzez odpowiednie ustawienie
parametrow jej pracy. W rezultacie kontroli wymiardw dokonanej na
probce statystycznej pierscient o liczebnosci N = 200 stwierdzono, ze
11 z nich ma wymiary niemieszczace si¢ w polu tolerancji. Nalezy
oszacowac¢ wadliwosc pierscient wytwarzanych przy tak ustawionych
parametrach obrabiarki oraz doktadnos¢ tego oszacowania.



INFORMACJA O PROCESACH
STOCHASTYCZNYCH (losowych)

X1 Pojedyncza realizacja procesu losowego

S
WA L

Xkr

~V

X - naprezenia gngce os samochodu
- obcigzenie elementow tyzki koparki
- natezenie hatasu na stanowisku pracy w ciggu dnia

- stezenie pylu w powietrzu na stanowisku pracy
- stezenie metanu w kopalni

itd.



realizacje procesu stochastycznego x(t)

EX(t)

f [x(t)] = f (X) = const ——> proces stacjonarny w wezszym sensie



realizacje procesu stochastycznego x(t)

EX(t)

f [x(t)] = f (X) = const ——> proces stacjonarny w wezszym sensie

mowi o sile zaleznosci migdzy
wartosciami X w roznych chwilach t

f[x(t)] =f (x) = const oraz 4
funkcja korelacyjna K L ——> proces stacjonarny
nie zalezy od t, a jedynie od At | W szerszym sensie




X/\

K(At) — mata warto$¢

K(At) — duza wartos¢

S

t
Przyktad dwoch procesow stochastycznych stacjonarnych w szerszym

sensie o roznych wartosciach funkcji korelacyjnej K(At)




